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В статье предлагаєтся классификация фундаментальньх задач построения замкнутьїжх маршрутов на 
ПОЛНЬХ И НЄПОЛНЬкХ графах. Расематриваются обобщения и частньєе случай задачи коммивояжера и 
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У статті пропонується класифікація фундаментальних задач побудови замкнених маршрутів на повних і 
неповних графах. Розглядаються узагальнення і окремі випадки задачі комівояжера і задач про листоношу. 
Аналізуються зв'язки між задачами і формулюються їхні математичні моделі. 
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Введениє 


Многочисленнье задачи, известньюе как задачи маршрутизации, характери- 
зуются постоянно пополняющимся перечнем практических приложений, занимая 
традиционно важноє место в исследований проблем комбинаторной оптимизации. 
Задача маршрутизации в широком смьсле является задачей текущего планирования, 
в процессе которого вьібираются перемещаємье обьектьт и определяются траекто- 
рий и расписания их движения. 

В условиях каждой задачи маршрутизации содержится описание сети 
коммуникаций, определяющей множество возможньїх путей следования к цели 
одного или нескольких движущихся обектов. Как правило, структурнье параметрьт 
сети остаются неизменньми от начала и до окончания процесса решения задачи. 

Задачи маршрутизации на автомобильном транспорте и методь их решения 
изучаются в рамках научного направления - транспортной логистики, матема- 
тический аппарат которой представлен теорией графов и исследованием операций. В 
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обзоре || перечислень 16 признаков, классифицирующих детерминированнье 
оптимизационнье задачи транспортной логистики. Каждая задача маршрутизации 
характеризуется тремя  основополагающими факторами: транспортной сетью, 
стоймостью перевозки и определенностью. Описание транспортной сети содержит 
один или несколько параметров (расстояние, пропускную способность, ограничениє 
на скорость и др.). Стоимость перевозки может зависеть как от протяженности, так и 
от загрузки транспортного средства (ТС). Определенность означаєт, что сформули- 
рованнье в задаче условия перемещения заказов не изменяются в процессе ее 
решения. Такие задачи маршрутизации назьтваются статическими. Задачи с неопре- 
деленньми распльвчатьми условиями решения относятся к классу динамических 
задач транспортной логистики |1|. В данной статье ограничимся статическими 
задачами. Кроме трех перечисленньх признаков классификации, задача маршру- 
тизаций имеет определенньй набор других свойств, дополняющих условия 
перевозки: характеристику пунктов производства и потребления, баз ТС, вид груза, 
ограничения на вместимость ТС и другие ограничения, присущие реальному 
транспортному процессу. 

Целевая функция задачи класса маршрутизации носит зкономический смкісл. 
Как правило, целью решения задачи является минимизация стоймостньїх или 
временньх затрат на перевозки грузов или пассажиров. 

Условия реального транспортного процесса, представленнье  системой 
ограничений задачи, существенно усложняют  построение ее точного решения. В 
подавляющем большинстве задачи маршрутизации УР-полнь |2). 


Классическая задача маршрутизации 

Первой задачей транспортной логистики принято считать классическую задачу 
маршрутизаций (УКР - УМебісіє Коціїпє Ргобіет), поставленную Данцигом и 
Рамсером (1). Она состоит в том, что каждому потребителю 7, і- 1, п, должен бьіть 
доставлен однородньгй груз в требуемом количестве а; с единственной базьг п - І 


при использовании К ТС одинаковой вместимости 5. Предполагаєтся, что груз 
потребителю і доставляєтся только одним ТС, которое возвращаєтся на базу. 
Стоимость дії перевозки из пункта і в пункт), і, /є М - 4), М | зл, не зависит от 


обьема (веса) груза, и а; - 4; Допустимьїм решениесм УКР являєтся множество Л/ 
из К перестановок су, определяющих  последовательности доставки грузов 


потребителям и удовлетворяющих ограничению вместимости ТС: да а; 2 5. Для 
к 


К 
нахождения оптимального решения УКР требуется найти минимум У у ії: 
Каї і, /єсі 


Ограничения, определяющие искомое разбиение, формируют полньй граф с п--1 
вершинами, соответствующими пунктам потребления и базе, и ребрами с весами, 
равньми Фі. Полньй неориентированньшй  взвешенньй граф является матема- 


тической моделью транспортной сети в УКР. 

Одним из найболее распространенньх  подходов к изучению сложньжх 
взаймосвязанньїтх процессов перемещения материальньх  потоков и передачи 
информации  являєтся 4 построениє  математических моделей,  отображающих 
конструкцию и условия функционирования коммуникационньх сетей. Основу 
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моделирования таких процессов образуєт базовая сеть, узлам которой ставятся в 
соответствиє вершинь связного графа, а коммуникациям - ребра. Каждое ребро 
характеризуется одним или несколькими числовьми параметрами: расстоянием, 
стоймостью, пропускной способностью и т.д. Узлами могут бить самніе 
разнообразнье обьекть: истоки и стоки трубопроводной сети, отделения связи в 
черте города, населеннье пунктьг района или области. В общем случає каждому узлу 
ставится в соответствиєе числовая характеристика, устанавливающая степень его 
влияния на процессьг, протекающие в сети. К коммуникационнькм сетям относятся 
транспортнье и  газораспределительнье сети, нефте- и водопроводь, сети 
знергоснабжения, цифровье сети связи |З. 

Назовем базовой моделью транспортной сети в задаче маршрутизациий 
взвешенньй граф Н-(И, /) с множеством вершин ИЙ и множеством ребер (П. 


Вершина іїє/, 


И шл, может соответствовать потребителю груза, населенному 
пункту области или района, перекрестку дорог города и т.д. Вершинь 1 и / образуют 
в графе Но (Й, () ребро (і, )), если они представлень населенньми пунктами, 
непосредственно связанньтми отрезками трассь, соседними перекрестками улиц на 
карте города и т.д. Граф Н не содержит петель, т.е. ребер їі, 4 Каждому ребру 


4, Р приписан вес дії є Во , равньшй расстоянию или стоимости передвижения из і в 


г; 00, і-1,п, Ко - множество |  действительнь5х 


і Фі Зп, 4 
неотрицательньх чисел. 

Если в условиях задачи маршрутизации указань стоимости перемещения а; й 
4 ї; между пунктами і и ), то возможно, что не для всех пар 4,60 аг; зі. В 
зтом  случае транспортную сеть удобно представить взвешенньм  орграфом 
С (У, ЕК), в котором любье две вершинь ї и ), (ї,/)є У, соединень парой дуг 
(і /)єЕи (),і)є Е. Для участка 4і,)) дорожного полотна с односторонним 


движением от іи ) (от / к і) можно положить а ре оо(д ше оо), т.е. удалить из Е дугу 


(і,7) (дугу (7, 2). Транспортная сеть, в которой все пунктьт связань: дорожньми 
участками с односторонним движениєм, моделируєтся орграфом (Й, 4), где А- 
множество дуг, таких, что если (і, /)є А, то (/, і)є А,и если (), і)є А, то (і, ))є А. В 
тех случаях, когда для некоторьх пар дуг (і,/) и (), 1), 4, - 4 з; 20, ряд задач 


маршрутизации решаєтся на транспортной сети, представленной смешанньм графом 
(У, В, К), где В - множество дуг, а ЕК - множество ребер (і, /). Каждое ребро (5, /) 
соответствуєт в орграфе С - (Й, Е) паре дуг (і, /) и (), і) равной стоймости. 

Даже в таком простейшем представлений транспортной сети, как базовая 
модель, раскрьюваєтся разнообразие характеристик, свойственньх реальному 
движению материальньгх потоков, и вьідвигаєтся цельгшй ряд оптимизационньх задач 
маршрутизации. Среди них важное место занимают задачи нахождения незамкнутьгх 
маршрутов,  удовлетворяющих  определенньм  ограничениям.  Такиєе задачи 
естественньтм образом сводятся к задаче построения в сети соответствующих цепей 
из заданной вершиньт 5 в фиксированную вершину / или во все достижимье из 5. 
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Задача коммивояжера 
Пусть в условиях УКР К - І, т.е. п потребителей обслуживаєт одно ТС и 
У «5.В таком случае УКР формулируется как задача коммивояжера (ЗК): 


требуется постройть цикл, которьшй  проходит по всем п 1 вершинам сети, 
представленной полньюм графом, точно один раз и на котором достигаєтся минимум 
транспортньтх затрат. 

ЗК  - одна из  основополагающих  МУР-полньх задач  комбинаторной 
оптимизации, связанная с цельтм рядом важньх, не всегда очевидньїх практических 
приложений. В совокупности со свойми многочисленньюми частньми случаями, 
вариантами и обобщениями она образуют класс задач проблемьт коммивояжера. 
Проблема коммивояжера - зто непрерьвно расширяющаяся область оптими- 
зационньїх дискретньх задач, каждая из которьїжх преобразуется в следующую 
задачу: для матриць ау где дії єв, ін), аг зо, ізі, п, найти такую 
перестановку "о ЛИ РР бо БАРІ Іл) множества (1, 2, ..., п), что сумма 


Феруру"пруві редеР У Чо" рТО 


ж 
Перестановка т назьваєтся  оптимальньаіам обходом, а  последовательность 


чна з роз. имеет  минимальное значение. 
(А уд 


таз (г ЛЯ РЕ БРА БОР У НА 7) - оптимальньтм - маршрутом  (гамильтоновьтм 
циклом минимальной стоимости полного взвешенного графа Н, - (У, Е, )). 


Ми ж 
Другими словами в ЗК требуется найти циклическую перестановку г номеров 


столбцов матрицьі стоимости газ) и действительньшми неотрицательньшми числами 
п 


а 


й» іт), ді 27. 0, із 1, п, минимизирующую целевой функционал 


п 
Дт) УАД (1) 

і-і 
здесь г - (г, г |2),..., г|п|) - циклическая перестановка или обход, которому 
соответствуст маршрут коммивояжера (г, г|2|, ..., с|п|, г Щ), где номера 
т Щ, г|2| ..ьт|п|из множества (1,2,...,п) пунктов или городов различньі. 

Величину (г) назьвают стоимостью обхода |41. 

В ЗК преобразуются широко известньве задачи маршрутизации. Например, если 


п 
предположить, что в УКР о и К произвольное, то любое ТС может 


обслужить любоє количество пунктов потребления. В зтом случає задача всегда 
разрешима и состойт в построений К простьїх циклов с общей вершиной п - |, 
которьюе в совокупности содержат все вершинью полного графа и доставляют 
минимум транспортньх затрат. Искомье цикльт определяются добавлением к графу 
(К -1) копий вершиньт п - І с номерами п "2, п 4" 3,..., п-- К и построением сети с 
матрицей стоимостей гаї, | где 
і УЛпеК з 

" КК . сн б ї пе 
ді - Чу» 57 ЛНВ; 
Чітну І бітпу2,пяК, /-1К, а, аз 


пчі,) 


аіян» іп, 22, 5 


род КО оС; 


пчі,)? 
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В построенной сети все К базовьх вершин несмежнье, и существуєт 
гамильтонов цикл, поскольку исходньвй граф полньтй. В результате решения ЗК для 


матриць аз получим оптимальньй маршрут, из которого определяются К 


У 
простьїх циклов «слияниєм» всех вершин с номерами, большими и в одну вершину с 
номером п - 1. Рассмотренная задача известна как множественная ЗК (1 |. 
Множественная ЗК разрешима при любом К «Ї,п, поскольку ТС способно 
обслужить все п пунктов потребления. В ее оптимальном решений, полученном для 
К - 1, содержится найменьшее число ребер, равное числу ребер гамильтонова цикла в 
полном графе с п -- 1 вершинами. С увеличениєм числа ТС увеличиваєтся число 
взвешенньх ребер в семействе простьх циклов с общей вершиной п - 1, образующих 
искомое решение. Очевидно, множественная ЗК теряет зкономический смьгсл, если 
минимум транспортньїх затрат при К »? 1 больше, чем при К - І. Приведеннь6е 
соображения позволяют сформулировать новую, более общую версию множественной 


ЗК: определить количество ТС Кр, доставляющих минимальную стоимость 


перевозки грузов п потребителям при всех ограничениях УЕР, кроме ограничения на 
вместимость. По-видимому, поиск К ор: Следуєт начинать с изучения свойств 


исходной матриць стоймостей га у) 
п 


Рис. 1. а) гамильтонов цикл минимальной стоимости в ЗК с матрицей | а ,Ї, з 


6) решение множественной ЗК; в) решение ЗК для матриць 4 
Транспортной сети, моделируемой полньм графом Н, «(Й,Е,), |И|-п, с 


неотрицательньшми весами а; ребер їі, є Е,, осоответствуєт симметричная 


матрица стойимостей рле т.е. матрица, в которой а; з 4;;. ЗК назьїваєтся 


симметричной ЗК (СЗК), если симметрична ее матрица стоимостей. ЗК является 
метрической (МЗК), если она ограничена на симметричнье матриць ах) ; 
п 


удовлетворяющие неравенству треугольника: 


Алгоритмическиє свойства  МР-полной задачи класса  коммивояжера, 
порожденнье метрикой (2), служат стимулом для построения зффективньх 
приближенньх алгоритмов ее решения с гарантированньми оценками погрешности. 
Чем меньше оценка погрешности, асимптотически стремящаяся к константе с 
ростом обеема данньх на входе алгоритма, тем точнее алгоритм |2). 
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В отличие от СЗК и МЗК в ЗК (ТУ5Р - ТгамейШпе Заезтап Ргобіет) матрица 


стоимосСти газ) не ограничена ни на симметричньгю матрицьзй, ни на матрицьк, 
п 


злементьт которой связаньт неравенством (2) (4). 

ЗК назьваєтся замкнутой, если искомьй маршрут является гамильтоновьім 
циклом. В незамкнутой ЗК он представлен простой цепью из п вершин графа 
н, З (Р, Е, ), || - п, назьтваемой гамильтоновой целью. 


Гамильтонова и общая задачи коммивояжера 


Задача нахождения обхода минимальной стоймости в транспортной сети, 
задаваємой  остовньтм  подграфом  Н (Й, () полного  взвешенного графа 


н, -(/, Е, ), не всегда разрешима, т.е. не в каждом графе существуєт гамильтонов 


цикл. Граф, содержащий такой цикл, назьваєтся гамильтоновьтм. Гамильтонов цикл 
взвешенного графа Н (Й, () с найменьшей суммой весов ребер являєтся 


решением гамильтоновой задачи коммивояжера (ГЗК) (5). 
Вход ГЗК представлен симметричной матрицей стоимости паї) , взаймно 
п 


соответствующей графу Н - (/, //) с множеством ИЙ из п вершин, занумерованньх 


числами 1, 2, ..., п, и множеством Ї/ взвешенньх ребер 1і,/). В матрице ах) 
п 


злемент 4); є Ко, іє /, если ії, є У, и «г; 2 20 иначе, А; оо, іп. 


ГЗК не менее привлекательна разнообразием практических приложений, чем 
ЗК, СЗК и МЗК. Востребованность ее решения не ограничиваєтся вопросами 
транспортной логистики. ГЗК и связанньвю с ней задачи все чаще находят приме- 
нениє в области современньжх компьютерньх технологий, например, в решений 
проблемь зффективной организаций обработки информации в распределенньх 
вьчислительньх системах (ВС). 

ВС - зто множество злементарньх машин (ЗМ), связанньх сетью, программно 
управляемой из зтих машин |6|. Каждая ЗМ состоит из вьтчислительного модуля 
(ВМ) и системного устройства - маршрутизатора сообщений, функционирующего 
под управлением ВМ. Входнье и вьхходньге полюса маршрутизатора ЗМ служат для 
связи с вьшхХоОдньЬми и входньми полюсами соседних ЗМ. Структурой ВС является 
граф Н. «(/,Е,) межмашинньх соединений, где ИЙ, - множество ЗМ, Е, - 
множество связей между ними. 

Наибольшая зффективность информационньх взаймодействий в современньх 
ВС достигаєтся при использований структур в виде регулярньгх графов, т.е. графов, 
в которьїх все вершинь имеют одинаковую степень: гиперкуб, двумерньй тор (2Д- 
тор), трехмерньй тор (3Д-тор). Граф, известньй как т-мерньй булевский куб с 


числом вершин 2", описьвает гиперкубическую структуру, а т-мерньте евклидовьт 


решетки с замкнутьшми границами -- тороидальньєе структурь: 2Д0-тор (т - 2) (рис. 
2, а) и 30-тор (т - 3) |7). 

КО основньм  функциям  распределенньх ВС  относится  вьшолнениє 
параллельньх программ. Граф параллельной программьт Н р "(Й Ер) определяєтся 


как множество виртуальньх ЗМ, передающих сообщения по логическим 
(виртуальньтм) каналам  одно- ий двунаправленного  множества Е, с Й, х Й, 
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Обьшно  параллельная прикладная программа отображаєт упорядоченную во 
времени и регулярную в пространстве схему взаймодействия между модулями ЗМ в 
виде «линейки», «кольца», «решетки» и др. |6|. Вложениє кольцевой структурь 


параллельной программь в структуру распределенной ВС при У ш ІЙ, сводится Кк 


построению гамильтонова цикла в графе Н, «(И/, Е.) с единичньми расстояниями 


между каждой парой соседних вершин (рис. 2, б). 


6) 


Рис.2. а) пример 2Ю-тора; б) гамильтонов цикл на 20-решетке 


Очевидно, каждая рассмотренная задача не имеет решения, если граф, на котором она 
ищется, не связан. Граф связан, когда любая пара его вершин соединена простой цепью. 

В тех случаях, когда транспортная сеть описьвается негамильтоновьм графом 
Н- (У, 0), на практике возникает необходимость в построений кратчайшего 
замкнутого маршрута, проходящего все пункть і є Й и посещающего некоторь6е из 
них более одного раза. Назовем общей задачей коммивояжера (ОЗК) задачу 
построения в связном графе Н- (И/, У) с неотрицательньми действительньтми 
весами ребер (ї,/)є / кратчайшего замкнутого маршрута, соединяющего все 


вершиньт 7 є ИЙ | 66). 

Традиционньм обьектом приложений ОЗК является транспортная сеть, на 
которой ищется замкнутьй маршрут в соответствий с вьюранньм критерием 
оптимальности |З8). 

Если сеть описьваєтся остовньгтм связньїтм подграфом // полного графа Н,,| С 


п--Ї вершинами, то множественная ЗК сводится к ГЗК. Она не имеет решения, когда 
граф Н негамильтонов, и всегда разрешима при условий, что в искомой системе 
маршрутов по небазовому пункту могут проходить несколько ТС или любоє ТС 
может посещать небазовьшй пункт более одного раза. В зтом случає решение 
множественной ЗК находится сведением ее к ОЗК и включает следующие действия. 


1. По исходной матрице стоимостей лона в которой дії шо, із), для 
вершин ії и ), не связанньх ребром в Н, находятся матрицьт Гах | ай Ір (аї ) б 
п п 


где а; - кратчайшая цепь между іи ), а Д(а;) - стоймость зтой цепи. Поскольку 


граф Н связен, О(ау)я с, іє, і.) -1І, п-і. 
2. Из матриць,| 0 (аї уза формируется матрица | "ау кі точно так же, как 
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из матриць ах) щ Для множественной ЗК на сети, описьваємой полньм графом 
п 


' 


Нині» матрица р нев 


3. В результате решения ЗК для сформированной матриць | баз), кі! 


находятся К замкнутьх маршрутов с общей вершиной п-і1. 


4. Каждое ребро 5, )) маршрута 1, 1 - І, К, заменяєтся на кратчайшую цепь а 


между вершинами і и) в графе Н, і7, і, / -. І, п. 

Построенная система з маршрутов  представляєт собой решениє  ОЗК, 
включающеє цикль с общими вершинами из множества небазовьїх вершин 
4, дій п) в сети, заданной негамильтоновьім графом Н. 


Задачи типа почтальона 


Из описания базовой модели транспортной сети следуют различнье постано- 
вки практически важньх задач построения маршрутов, удовлетворяющих заданньшм 
ограничениям и оптимальньїжх в смьюле определенного критерия. Одним из 
ограничений, существенно усложняющим решение зтих задач, является требованиє 
замкнутости маршрутов, вьідвигаємоє в тех случаях, когда ТС начинаєт и 
заканчиваєт перемещение в одном пункте |9)|. Другое ограничение состоит в том, 
что замкнутьй маршрут движения ТС должен включать заданньге пункть и участки 
транспортной сети. Й, наконец, требуется, чтобьт замкнутьй маршрут проходил 
каждьгй указанньй участок и каждьг6й указанньвй пункт точно один раз. 

Замкнутьй маршрут, проходящий по каждому указанному участку и пункту сети в 
точности один раз, а по любому из оставшихся пунктов не более одного раза, назовем 
кольцевьм (10). Будем считать оптимальньм маршрутом тот, которьшй имеет 
минимальную стоимость (протяженность) среди всех кольцевьїх маршрутов сети. 

Перечисленнье ограничения приводят к формулировкам новьїх оптими- 
зационньх задач, образующих класс задач вьібора кольцевьх  маршрутов. 
Постановки задач зтого класса вьштекают из следующего уточненного описания 
базовой модели транспортной сети. 

На связном взвешенном графе Н - (У, П), задано подмножество вершин М с / 
и подмножество ребер К, которое образует совокупность цепей. Совокупность цепей 
включаєт подмножество вершин И (К)с У, не пересекающихся с подмножеством М. 


Требуется найти в графе Н - (/, (), цикл, включающий все вершиньт из М и все 
ребра из К и имеющий минимальную сумму весов входящих в него ребер. Очевидно, 
если зтот цикл простой, то он являєтся оптимальньшм кольцевьім маршрутом на 
транспортной сети (рис. 3). 

Варьируя исходной информацией представленной модели, легко получить 
формулировку известньтх и новьїх задач маршрутизации. 

При К-С9, МИ для транспортной сети, заданной полньм графом Н,, 


имеем ЗК с симметричной матрицей стоимостей га») , т.е. СЗК. 
п 


Пусть Ка, М, а замкнутьй маршрут, если он существуєт в графе 
Н -(У, С), проходит каждоє ребро 4/,)) из (/ ровно один раз и, следовательно, 


имест |  стоймость 3; б деки Чі: Такой | маршрут назьтваєтся зйлеровьгм, а 
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содержащий его граф - зйлеровьїм графом. Граф Н «(И, (/) зйлеров, если и только 


если Н связен и все вершинь в Й имеют четную степень. На построение зйлерового 
цикла в зйлеровом графе Н - (/, /) достаточно О(|Й|) злементарньгх операций |41. 


Рис. 3. Транспортная сеть, где М - 13, 9), 


В - 18,2), 16, 53,4, 63, У (К)- ,2, 4, 5, бу; 
(1, 2, 5, 6, 4, 9, 10, 3, 1) - оптимальньгюй кольцевой маршрут 


Необходимость построения замкнутьх маршрутов, проходящих по всем 
участкам транспортной сети, которой соответствуєт связньй граф Н с нечетньми и 
четньми степенями вершин, вьїтзьтваєт решение известной задачи о китайском 
почтальоне (ЗКП). В ЗКП замкнутьй маршрут минимальной стоимости проходит 
часть ребер графа более одного раза. Любой связньй граф содержит маршрут 
китайского почтальона |З8|. 

Положим, Кс, М. Задача построения в связном взвешенном графе 


Н «(У, (С) замкнутого маршрута минимальной стоимости, включающего все ребра 
заданного подмножества К множества (/, назьваєтся задачей о сельском почтальоне 
(ЗСП) |8). Очевидно, ЗСП всегда разрешима. Если в ЗСП потребовать, чтобь 
маршрут бьмл кольцевьм, то получим кольцевую задачу о сельском почтальоне 
(КЗСП). 

При Кс и МОУ(В)- / кольцевой маршрут являєтся гамильтоновьім 
циклом связного графа Н - (Й, С). Задачу нахождения в связном графе Н - (Й, (/) 
гамильтонового цикла минимальной стоймости, включающего фиксированног 
множество ребер РК, назовем гамильтоновой задачей о сельском почтальоне (Г ЗСП). 

Из рассмотренной ситуации вьтекаєт, по крайней мере, три вопроса. 

Если транспортная сеть представлена связньтм графом Н-(ЙИ, (), то 
существуют ли в ней кольцевье маршруть: у(К), содержащиє все участки Б, 
которье подлежат ремонту? При зтом ТС, следующеє по маршруту У(2), 
возвращаєтся на базу ує у(Ю), посещая каждьшй участок из К точно один раз, а 
каждьгтй перекресток у є Й не более одного раза. 

Если в сети нет кольцевьх маршрутов у(К), то содержит ли она замкнутьтєе 
маршруть, допускающие неоднократное прохождение перекрестков или указанньх 
участков? (рис. 4, а, б). 

Если в сети не содержится замкнутьх маршрутов, по которьюм каждь6шй 
вьтделенньй участок можно пройти только один раз, то существует ли в ней простой 
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путь, начинающийся в базе и включающий все отрезки дорожного полотна, 
требующие ремонта? (рис 4, в). 


Рис. 4. а) сеть с базой І, в которой замкнутьгй маршрут (1, 4, 5, 6, 4, 1) 
дваждьт проходит узел 4 є У (В); б) маршрут (1, 3, 4, 8, 5, 6, 8, 4, 1) дваждьт 
проходит по участку 14, 8) є В; в) (1, 3, 4, 8) - простой путь, включающий 


все вьіщделенньве участки 


При утвердительном ответе на каждьгюй поставленньюй вопрос нужно построить 
оптимальньй маршрут ТС. 

Те же вопросьгю адресуются к случаю, когда база, с которой поставляются 
материальнье ресурсь, находится в пункте, связьтвающем участки сети, не 
нуждающиєся в ремонтно-восстановительньтх работах, т.е. когда уУЄ/(К), Ко (. 


КЗСП и ГЗСП можно рассматривать как задачи оптимального проектирования 
кольцевьх  маршрутов кгородского  общественного транспорта, включающего 
троллейбуснье, автобуснье и трамвайнье маршруть. Исходньюми данньтюми для 
решения КЗСП и ГЗСП являются результать  обследования пассажиропотоков, 
позволяющие вьтявить транспортньгюе потребности населения на основе анализа его 
повседневного передвижения и связей между городскими микрорайонами и 
районами. Конечная цель обследования заключаєтся в определений «узких мест» 
улично-дорожной сети - участков, на которье приходятся наийбольшиєе обьхемьі 
пассажиропотоков. Каждьюй такой участок должен бьть обязательно включен в 
проектируемьй  кольцевой маршрут. Решениє КЗСП востребовано, если к 
проектируемому кольцевому маршруту не вьщвинуто никаких других условий, 
кроме прохождения ТС по всем «узким местам». Очевидно, ГЗСП - зто КЗСП с 
дополнительньм требованиєм - требованиєм остановки для посадки и вьгсадки 
пассажиров возле каждой развязки городской транспортной сети или в каждом 
населенном пункте на развязке дорог области или района. 

Зти же задачи стоят перед вьшолнениєм маршрутов развозки корреспонденции, 
уборки, патрулирования улиц района и многих видов курьерских заданий |З). 

В  классе дв задач  оптимизаций  замкнутьх  маршрутов,  схематически 
представленном на рис. 5, КЗСП и ГЗСП занимаєет ключевье позиции. В них 
содержатся  практически все алгоритмические особенности графовьіх задач, 
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получивших статус труднорешаємьх. Позтому появление методов поиска решений 
КЗСП и ГЗСП позволило бь рассматривать их как вьтчислительную схему, 
включающую все основнье подходь к построению оптимальньїх замкнутьгхх 
маршрутов. Иначе говоря, речь идет о возможности замень алгоритмов решения 
известньх задач маршрутизации более общими методами. Такие методьт должньт 
корректно вьшолнять поиск как поставленной задачи, так и ее вариантов, 
определяємьх в основном структурньми характеристиками графа и описаниєм 
параметров К и М. 


ОЗК 
Найти кратчайший замкнутьй маршрут (КЗМ) в Н-(/, С), связьвающий 
все вершинь Й, К - 9 


ЗКП ЗСП 
Найти КЗМ в НЕ(У, СП), Найти КЗМ в НЕ(У, ПО), 
связьтвающий все ребра Г/ включающий Кс (/ 

КЗСП 


Найти кратчайший кольцевой маршрут в Н-(/, С), 
включающий Кос (/ 


ГЗСП 
Найти кратчайший гамильтонов цикл в 


Н-(Р, 0), включающий Кс (/ 
ГЗК 


Найти кратчайший гамильтонов 
цикл в Н-(/, 0),Ю- Ф 


ЗК 


Найти кратчайший гамильтонов цикл в 
полном графе Н, - (/,Е,), В- Є 


Рис. 5. Список основньх задач оптимизации замкнутьх маршрутов на 
транспортной сети; ОЗК - общая задача коммивояжера; ЗКП - задача о 
китайском почтальоне; ЗСП - задача о сельском почтальоне; КЗСП - 
кольцевая задача о сельском почтальоне; ГЗСП - гамильтонова задача о 
сельском почтальоне; ГЗК - гамильтонова задача коммивояжера; 

ЗК - задача коммивояжера 


Заключениєе 


В статье очерчена область известньх и новьїтх комбинаторньїх задач оптими- 
зацийи, содержательнье постановки которьх мотивировань! многочисленньжми 
приложениями ЗК. Основное внимание уделено задачам оптимизации замкнутьтх 
маршрутов на транспортньх сетях, образующим логистическую базу процесса 
перевозок. Многие из них, такие как УЕР, сводятся к ЗК. 

ОЗК сформулирована в |8|. В ней требуется найти кратчайший замкнутьтшй 
маршрут, проходящий по всем вершинам, как в гамильтоновом, так и в 
негамильтоновом взвешенном графах. В |8| предложен подход к решению ОЗК. Он 
ограничен доказательством того, что решениє ОЗК можно свести к решению 
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«гамильтоновой» задачи, полученной преобразованием исходного графа в граф, веса 
ребер которого удовлетворяют неравенству треугольника. 

Условия КЗСП и ГЗСП пересекаются с условиями ОЗК и ЗСП, а их решения 
применимь в планирований кольцевьх маршрутов пассажирских и грузовьгх 
перевозок. Разумеется, список задач, представленньй на рис. 5, открьшт для новьіх 
задач маршрутизации, вьідвигаємьтх реальньтюми условиями транспортного процесса 
и особенностями транспортной сети. 
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ВЕ5(МЕ 
А.У. Могогоу 
Машетабіса! тоаєеіз ої ргобіете5 ої риїідіпе сіо5еа гошіез оп (Пе єгап5рогі пекууогК 

Тре агисіє оціїпед агеа ої Кпохуп апа пем/ сопабіпаогіа! орітігайоп ргобіет5, 
піеапіпоїи! Рогпаціайоп аб плойуає питегоцйз арріїсайоп5 ої ТгауеШпяє Заїе5тап 
Ргобіет (ТЗ5Р). Тре ТГоси5 15 оп орйтігайоп ргобіегає ої сіо5ед гоціеє оп ігап5рогі 
пебмогКк5, Рогтіпо (ре Іобі5йс Ба5е ої ітап5рогіайоп. Мапу ої Фет, 5иср а5 Фе УКР 
(Уеісіе Коийпє Ргобіет), бої дФомп 10 ТЯР. СТЯР (Сепегаї?ей ТЯР) 8їатеа їп |8|. І 15 
песеззагу іо Пп Ше 5Погіе5і сіо5зед раї ас ра55е5 Шгоцер ай Ше уегіїсе5 а5 іп ре 
НатіПйопіап апа поп-Натійопіап їп а ууеїєріед старі. І |8| арргоасії 10 їБе 50Їийоп ої 
Фе СТЯР 15 ргоуїдса. П 15 птіїеад еуідепсе ШФаї їБе десізіоп ої Ше СТЯР сап Бе гедисей 
іо 80Їуіпє Ше "Натікопіап" ргобіега5 обіаїпед Бу сопуетіїпе, Бе огідтпа! дгарі іо а 
єгарі, Фе меїєрі ої Ше едесез ої місії 5ай8їу Фе шіапеіе іпедпау. 

Сопаайоп5 ої СусПїс Кигаї! Ро5ітап Ргобіет (СКРР) апа Напійопіап Кига! Розітап 
Ргобіет (НЕРР) іпіег5есі ууїі їБе іегт5 ої ОСС апа ЕЗР, апа їБеїг 50Їиійіоп5 аге 
аррісабіе їп Фе ріаппіпє сігсиіаг гоціез Їог раз5епеег апа їгеїдрі ігаїйс. ОЇ соиг5е, бе 
ка5к Пз8і, 5помп іп Кіє. 5 15 ореп їо пему гоціїпе ргобіетія риї Гогуагд Бу Ме асіша! 
сопдїноп5 ої Бе гаперогі ргосе85 апа Фе срагасіегіяйся ої Фе ітаперогі пеїмотК. 


А.В. Морозов 
Математические модели задач  построения дзамкнутьх  маршрутов на 
транспортной сети 

В статье ючерчена область известньх и новьх  комбинаторньїх задач 
оптимизации, содержательнье постановки которьх мотивировань  многочислен- 
ньми приложениями ЗК. Основноєе внимание уделено задачам оптимизации 
замкнутьх маршрутов на транспортньх сетях, образующим логистическую базу 
процесса перевозок. Многие из них, такие как МЕР, сводятся к ЗК. 

ОЗК сформулирована в |8|. В ней требуется найти кратчайший замкнутьтшй 
маршрут, проходящий по всем вершинам, как в гамильтоновом, так и в 
негамильтоновом взвешенном графе. В |8| предложен подход к решению ОЗК. Он 
ограничен доказательством того, что решение ОЗК можно свести к решению 
«гамильтоновой» задачи, полученной преобразованием исходного графа в граф, веса 
ребер которого удовлетворяют неравенству треугольника. 

Условия КЗСП и ГЗСП пересекаются с условиями ОЗК и ЗСП, а их решения 
применимь в планирований кольцевьх маршрутов пассажирских и грузовьіх 
перевозок. Разумеєтся, список задач, представленньвй на рис. 5, открьтт для НОВЬІХ 
задач маршрутизации, вьідвигаємьтх реальньтюми условиями транспортного процесса 
и особенностями транспортной сети. 
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